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1. Egyiranya hirkozlési modell

Az alabbi egyirdnyt hirkozlési modellt Shannon és Weaver alkottdk meg
az 1949-as évek kornyékén. A modell egyirdnytisdga annyit jelent, hogy a
forras csak adoként, a fogyaszt6 pedig csak vevéként miikodhet. Az ilyen
egyirdnyu csatorna a gyakorlatban ritka, de egyszer{isége miatt elméleti
jelent6sége szamottevo.

| Kédolo |—>| Csatorna |—>| Dekodolo l—»

1. abra. Shannon-féle egyiranyu hirkozlés modellje

Legyen X = {z,2s,...,2,} a forrds abécé, Y = {y1,v2,...,yn} a kod-
szavak halmaza. Ekkor a g : X — ) leképzést kédolasnak nevezziik. Zaj-
mentes esetben a kdédszavak valtozas nélkiil haladnak at a csatornan.

1.1. Definicié (Sztochasztikus és dupldn sztochasztikus matrix). Az A €
R™™ matrixot sztochasztikus métrixnak nevezziik, ha V(i, j)-re A;; > 0 és
az a. vagy b. pontok koziil legalabb egy teljestil.

a.

i=1

d Ay=1, (1<i<n)
j=1

Ha az A illetve AT métrixok sztochasztikus matrixok, akkor az A mat-
rixot duplan sztochasztikusnak nevezziik.

1.2. Definicié (Csatornamatrix). A csatornamatrix egy olyan duplédn szto-
chasztikus matrix, amely az egyes szimbélumok &tviteli valoszintiségeit
tartalmazza.

Tz‘j:P<§:xian:yj)

Megjegyzés. Szimmetrikus csatorna esetén a csatornamaétrix ortogonalis,

azaz.
T=1"



1.1. Jelolések és definicidk
Jelolés. A P és () eloszlasok egyiittes eloszlasat fliggetlen esetben a kovet-
kez6 képpen jeloljiik:

(P11, P22, - - -, Pntn) = (P X Q)

1.3. Definicié (Informaciémennyiség). A P eloszlas informaciémennyisé-
gén, mas néven entrépidjan az aldbbi dsszefiiggést értjiik:

H(P) = —Zzpilogzpi

i=1 j=1
1.4. Definici6 (K6lcsonos informédciomennyiség). Legyenek &, 1 val6szinfi-
ségi valtozok.
1(&m) = H(&) — H(Eln)

1.5. Definicié (I-divergencia). A @) és P eloszlasok I-Divergencidjan az
alabbi varhatoértéket értjiik:

. qi
D(Q|IP) = gilog, b
i=1 v

1.6. Definicié (Csatornakapacitds). A csatornakapacitds az a maximalis
informaciémennyiség, amelyet még megbizhatéan tudunk tovédbbitani a
csatornan.

2. Csatornakapacitas zajos esetben

Legyen ¢ : Q = {q1,....¢,} a bementi, n : Q" = {¢},...,¢,} a kimineti
eloszlas. A T csatornamatrix felhasznaldsaval a kimeneti eloszlas az alabbi
forméaban irhato fel:

Q=TQ
Jelolie P = (qiTh,...,q,T5) az egyiittes eloszlast. Ekkor a kolcsonos
informéciémennyiség az alabbi forméban irhat6 fel:

1(&,n) = D(PI|Q x TQ) = v(Q)

A csatornakapcitédst zajos esetben a bemeneti és a kimeneti eloszlasok
kolecsonos informaciémennyiségének maximumaként definidlhatjuk:

mng(@) =C



3. Arimoto-Blahut algoritmus

Az Arimoto-Blahut algoritmus egy iterativ algoritmus a csatornakapcitas
meghatadrozasara. Az algoritmus a kolcsonds informaciémennyiség ma-
ximalizdldsaval hatdrozza meg az optimadlis eloszlast és a csatornakapa-
citadst. Az algoritmust el6sorban zajos csatorna esetén alkalmazzdk, tob-
bek kozt mivel zajmentes esetben 1éteznek sokkalta hatékonyabb megol-
désok, valamint a zajmentes esetet az algoritmus csak abban az esetben
adja vissza, ha a bemeneti eloszlas egyenletes. [1]

3.1. Lemma (Log-szumma egyenlStlenség).

“ a; a
; a; log, b_Z > alog, b (1)

a—iai, b_ibl>0 (2)
=1 =1

Allitds (Az I-divergencia nemnegativtasa). Az I-divergencia értéke bar-
mely @, P eloszlasra nemnegativ.

D(Q[IP) =0

Bizonyitds. Log-szumma egyenl6tlenség felhasznéldsaval:

CL:Z%‘:L b:Zpizl 3)
i=1 i=1

Y a logQ% >0 @
=1
D(Q||P)
O

3.2. Lemma (Adatfeldolgozasi lemma).

D(TQ|TQ) < D) (5)

Megjegyzés. Az adatfeldolgozési lemma 4llitdsa szerint, a bemeneti ada-
tokra barmilyen adatfeldolgozasi miiveletet alkalmazva, az eredeti adat
informaciomennyiségét csak csokkenteni tudjuk.



3.3. Lemma. Legyenek o, f1,..., fm € R, ekkor:

HQ) <« Z qifi + log, (Z 2_04fi>
i=1 i=1
Jelolés. Vezessiik be az aldbbi jeloléseket:

Dy () 1= DT
D(T|TIQ) : ZQJ
FQ,Q) = (THTQ !Q) - D(QIQ)

Tekintsiik az el6bb bevezetett jelolések néhany tulajdonsagat:

Allitds.
D(T||R|Q) = v(Q) + D(TQ||R)

Bizonyitds.

Az ;=37 qjti; valtozok bevezetésével:

m k q ,
Lijqj i
DD atylogy Tt =
7j=1 =1 Tij "

J/

-~

D(P[|QxR)

m k
22 aitislog ”,qj £ ats logz =
\]:l =1 4T j 1 =1

D(PIQxTQ) S o, 7L

v(@) + D(TQ|R)

(7)
(8)
©)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)



Allitds.
F(Q,Q) = (@) + D(TQ|TQ) - D(QIIQ") < v(Q) (18)
Bizonyitds. A 10. egyenletet felhasznélva:
F(Q,Q) = DT|TQ|Q) —D(Q[Q")
———
v(Q)+D(TQITQ")

Az adatfeldolgozési lemmat, valamint az I-divergencia nemnegativité-
sét felhaszndlva:

v(@) =D(P|QxTQ) =0, D@Q) =0, DITQITQ)=0 (19

D(IQITQ) - D@Q|Q) <0 (20)
v(@) + D(TQITQ) - D@QIQ) < v(Q) (21)
]

Ekkor a 18. egyenletbdl:

DIQ) <v(Q) (22)
v(@) = F(Q,Q) =2 F(Q,Q) (23)
A v(Q) értékét tehat F(Q), ') maximalizaldsaval szamithatjuk ki.
F(Q,Q") — max

Megjegyzés. Az I-divergencia tulajdonsdgaibdl adédéan egyenldség a 22.
egyenletben csak akkor kovetkezik be, ha:

D(TQ|TQ) =0, TQ=TQ

Allitds. A csatornakapacitas értéke:
max F(Q, Q') = log, 5’

ha az iterdci6 sordn a kovetkezd eloszldsnak az aldbbiakat valasztjuk:

D;(TQ’ m
4= "G 5= 4
j=1



Bizonyitds. A 6. egyenletbe az aldbbiakat helyettesitve:

a=-1 fj=log,q;+ D;(TQ)

a kovetkezok teljestilnek:

m

H(Q) < =) qifi+1logy Y 2 =
=1

J=1

=1 =1
_ZQJ log, qg qu (TQ") + log, (ZQJQD TQ))
7j=1
qu log, qj < -D(T||TQ'|Q) + log, S’
7j=1
DTTQ|Q) - DQ|Q) < log, S’

FQ.Q)
max F(Q, ) = log,

- Z qj(logy g5 + D;(TQ')) + log, (Z 9logs q;+Dj(TQ/)> _

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)



1. Arimoto-Blahut(Q, T)
[ Q) - bemeneti eloszlds, T - csatornamitrix |
2. SO g
3. N «—1
4.  WHILE True DO
5. SNy Z;n:l qJ(N)QDj (TQM)
7. IF|log, S™) —log, S"V| < e THEN
8. BREAK
9. ENDIF
10. N«—N+1

11. ENDWHILE

2. dbra. Arimoto-Blahut algoritmus
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